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1. Гр у п п а  К р е м о н ы  �n и  а ф ф и н н а я
г р у п п а  К р е м о н ы  ��n ранга n определяют�
ся соответственно как группа бирациональных и
группа бирегулярных автоморфизмов n�мерного
аффинного пространства An. Они являются фун�
даментальными объектами исследования в алгеб�
раической геометрии. Далее они естественно
отождествляются с группами k�автоморфизмов
соответственно поля k(An) и алгебры k[An], где k –
основное поле определения, которое мы считаем
алгебраически замкнутым. Мы полагаем k(A0) =
= k[A0] := k и при n > 1 отождествляем k(An – 1) с
подполем в k(An) с помощью вложения, опреде�
ленного проекцией An → An – 1, (α1, …, αn) �
� (α1, …, αn – 1). Тем самым, k[An – 1] является по�
далгеброй в k[An]. Пусть x1, …, xn – стандартные
координатные функции на An. Мы отождествляем
�n – 1 с подгруппой в �n с помощью вложения
�n – 1  �n, ϕ � ψ, ψ(xi) := ϕ(xi) при i < n и
ψ(xn) = xn. Тем самым, ��n – 1 является подгруп�
пой в ��n. 

2. Хотя группы �n и ��n при n > 1 бесконечно�
мерны, имеется далеко идущая аналогия между
ними и аффинными алгебраическими группами:
они обладают топологией Зарисского, торами,
корнями, группами Вейля, … Подгруппа Жон�
къера �n := {ϕ ∈ ��n | ϕ(xi) = αixi + hi, αi ∈ k×, hi ∈

→

∈ k[Ai – 1]} рассматривается некоторыми авторами
как аналог борелевской подгруппы в ��n (см.
[1]). В пользу этой точки зрения говорит разре�
шимость ее аффинных алгебраических подгрупп
(см. [6, теорема 3.1]). Имея в виду эту аналогию,
Басс рассмотрел в [1] вопрос о том, верно ли, что
всякая связная разрешимая аффинная алгебраи�
ческая подгруппа G в ��n сопряжена в ��n под�
группе из �n. Он же получил в [1] отрицательный
ответ для char k = 0, n = 3 и одномерной связной
унипотентной группы G. В [5] затем это было рас�
пространено на случай любого n > 2. Так возникла
следующая сформулированная Бассом в [1, Ques�
tion 4] для случая char k = 0 проблема.

П р о б л е м а  Б а с с а  о  т р и а н г у л и р у е �
м о с т и. “Если унипотентная группа G действует
на An, может ли это действие быть рациональ�
но триангулировано, т.е. можно ли записать
k(x1, …, xn) = k(y1, …, yn) так, что каждое подполе
k(y1, …, yi) является G�инвариантным?”

3. Далее мы называем простые трансцендент�
ные расширения полей их 1�расширениями, а
подгруппу G в �n рационально триангулируемой,
если существует такой флаг k(An) =: Kn ⊃ Kn – 1 ⊃ ...
... ⊃ K1 ⊃ K0 := k инвариантных относительно G
подполей в k(An), что каждое Ki является 1�расши�
рением Ki – 1 для всех i > 0. 

Ниже излагаются наши результаты по этой
проблеме, рассмотренной в более широком кон�
тексте связных разрешимых алгебраических под�
групп в �n и любой характеристики поля k. Мы, в
частности, доказываем существование рацио�
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нально нетриангулируемых связных разрешимых
алгебраических подгрупп в �n при n > 4 и char k ≠ 2
и их стабильную рациональную триангулируе�
мость. Последнее дает положительный ответ на
проблему Басса на стабильном уровне. Мы также
даем общую конструкцию всех рационально три�
ангулируемых связных разрешимых алгебраиче�
ских подгрупп в �n.

4. Следующий общий результат (теорема 1) ис�
пользуется для доказательства теоремы 2, кото�
рая, в свою очередь, применяется в доказатель�
стве критерия рациональной триангулируемости
(теорема 3). 

Те о р е м а  1 (Инвариантные подполя 1�рас�
ширений). Пусть P является 1�расширением ко!
нечно порожденного расширения Q поля k, а G – од!
номерная связная разрешимая аффинная алгебраи!
ческая подгруппа в Autk(P), сохраняющая Q. Если
QG = Q, то PG = QG, а если QG  Q, то PG является
1�расширением QG. 

Те о р е м а  2 (Чистота расширений полей ин�
вариантов). Для любого 1�расширения P конечно по!
рожденного расширения Q поля k и любой связной
разрешимой аффинной алгебраической подгруппы G
в Autk(P), сохраняющей Q, либо PG = QG, либо PG яв!
ляется 1�расширением QG. 

Те о р е м а  3 (Критерий рациональной триан�
гулируемости). Связная разрешимая аффинная ал!
гебраическая подгруппа G группы Кремоны �n раци!
онально триангулируема тогда и только тогда, ко!
гда k(An)G чисто трансцендентно над k. 

Теорема 3 обобщает теорему 3.1 из [2], где
утверждение теоремы 3 доказано для одномерных
унипотентных алгебраических подгрупп группы
��n в случае char k = 0. 

С л е д с т в и е  1 (Факторы малых размерно�
стей). Связная разрешимая аффинная алгебраиче!
ская подгруппа G в �n рационально триангулируема
в любом из следующих случаев: 

(i) trdegkk(An)G ≤ 1; 

(ii) trdegkk(An)G = 2 и char k = 0; 

(iii) G ⊂ ��n и либо dimG · x ≥ n – 1 для некото!
рой точки x ∈ An, либо chark = 0 и dimG · x = n – 2
для некоторой точки x ∈ An.

С л е д с т в и е  2 (3�мерное аффинное про�
странство). Если char k = 0, то каждая связная раз!
решимая аффинная алгебраическая подгруппа в
��3 рационально триангулируема. 

Следствие 2 обобщает следствие 3.2 из [2], где
утверждение следствия 2 доказано для одномер�
ных унипотентных алгебраических подгрупп в
��3 и char k = 0. 

С л е д с т в и е  3 (Торы). Аффинный алгебраиче!
ский тор T в группе Кремоны �n рационально три!
ангулируем тогда и только тогда, когда он сопря!

⊆

жен в �n диагональному тору в группе всех невы!
рожденных линейных преобразований переменных
x1, …, xd, где d = dimT. 

5. Вопрос о существовании нетриангулируе�
мых связных разрешимых аффинных алгебраиче�
ских подгрупп в �n решается следующей теоре�
мой 4. Из нее, в частности, вытекает, что в след�
ствии 1 (ii) число 2 не может быть заменено на
большее целое число. 

Те о р е м а  4 (нетриангулируемые подгруп�
пы). Для любого целого числа n, большего 4, каждая
(n – 3)�мерная связная разрешимая аффинная ал!
гебраическая группа G изоморфна рационально не!
триангулируемой алгебраической подгруппе группы
Кремоны �n. 

Поскольку в формулировке теоремы 4 не
утверждается, что подгруппа лежит в ��n, отри�
цательного ответа на проблему Басса о триангу�
лируемости она не дает. Однако ее доказательство
демонстрирует тесную связь между триангулиру�
емостью и проблемой Зарисского о сокращении:
оно показывает, что если существует такое нера�
циональное алгебраическое многообразие Z, что
An изоморфно As × Z, то ответ на проблему Басса о
триангулируемости является отрицательным; в
[7] доказано, что на бирациональном уровне вер�
но и обратное утверждение. 

С другой стороны, на стабильном уровне мы
получаем положительный ответ на проблему Басса
о триангулируемости. А именно, следующая тео�
рема 5 показывает, что, несмотря на существова�
ние рационально нетриангулируемых связных
разрешимых аффинных алгебраических подгрупп
в �n, каждая такая подгруппа является стабильно
рационально триангулируемой. Более точно, вер�
на следующая 

Те о р е м а  5 (Стабильная триангулируемость).
Всякая связная разрешимая аффинная алгебраиче!
ская подгруппа G группы Кремоны �n рационально
триангулируема в группе Кремоны �m для любого
m ≥ 2n – tr degkk(An)G. 

Теорема 5 обобщает теорему 3.1 из [2], где
утверждение теоремы 5 доказано для одномерных
унипотентных алгебраических подгрупп в ��n в
случае char k = 0. 

6. В [7] дана общая конструкция всех связных
разрешимых алгебраических рационально триан�
гулируемых подгрупп в �n. В качестве приложе�
ния она доставляет классификацию (см. ниже
теорему 6) рационально триангулируемых одно�
мерных унипотентных алгебраических подгрупп
в �n с точностью до сопряженности. В ней исполь�
зуется следующая терминология. Одномерная связ�
ная унипотентная алгебраическая подгруппа G в �n,
отождествляемая с аддитивной группой k+ поля k с
помощью изоморфизма G → k+, называется стан�
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дартной, если x1, …, xn – 1 ∈ k[An]G и для каждого
t ∈ k+ выполнено следующее: 

(i) если char k = 0, то t(xn) = xn + t (тогда G назы�
вают сдвигом); 

(ii) если char k = p > 0, то t(fn) = fn + c1  + ...

... + cd , где все cj – ненулевые элементы поля
k(x1, …, xn – 1), а i1 < …< id – неотрицательные це�
лые числа. 

Те о р е м а  6 (Одномерные рационально три�
ангулируемые унипотентные подгруппы). Одно!
мерная связная унипотентная алгебраическая под!
группа в �n рационально триангулируема тогда и
только тогда, когда она сопряжена в �n стандарт!
ной подгруппе. 

Теорема 6 обобщает теорему 2.2 из [2], где
утверждение теоремы 6 доказано в нулевой харак�
теристике. 

С л е д с т в и е  4 (Аффинные пространства ма�
лых размерностей). Пусть U – одномерная связная
унипотентная алгебраическая подгруппа в �n. 

(i) если n = 2, то U сопряжена в �2 стандартной
подгруппе;

(ii) если char k = 0 и n = 3, то U сопряжена в �3

сдвигу. 
Если n = 2 и U ⊂ ��2, то, согласно [8], при

char k = 0 и [4] при char k > 0 “сопряжена в �2” в
следствии 4 (i) можно заменить на “сопряжена в
��2”. Согласно [3], при k = C, n = 3, U ⊂ ��3, ес�

ли U действует на A3 свободно, то U сопряжена в
��3 сдвигу. Следствие 4 (ii) показывает, что, до�
пуская сопряжение в �3, предположение о сво�
бодности действия в этом результате можно ис�
ключить, т. е. утверждение о сопряженности
сдвигу становится верным для любой U в �3. 

Работа поддержана грантом РФФИ 15–01–
02158.
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