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Séminaire BOURBAKI Février 1986
38&me année, 1985-86, n° 659

QUELQUES RESULTATS DE FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS
[d'aprés V.L. Popov]

par Jacques DIXMIER

INTRODUCTION

0.1. Soit V un espace vectoriel camplexe de dimension finie. On note C[V] =
®d20 T[v] a 1'algébre graduée des fonctions camplexes polynamiales sur V .

Soient G un groupe, P une représentation linéaire de G dans V . (Nous
parlerons de la représentation p , ou (p,V) , ou (G,V) , oudu Gmodule V).
Alors G agit de maniére naturelle dans 1'algébre graduée C[V] par autamorphis-
mes. On notera (E[V]G = @dzo C[V]g la sous-algébre graduée formée des Elé&ments

G-invariants.

0.2. Dans tout l'exposé, G sera un groupe semi-simple camplexe connexe. Il sera
sous-entendu que les représentations considérées sont rationnelles de dimension fi-
nie. On sait que 1'algébre !L‘[V]G est de type fini.

0.3. L'étude de 1'algébre (I:[V']G , souvent trés difficile, a commencé sur des .exem-
ples vers 1840. Au 19€ si&cle, on a beaucoup approfondi le cas od G = SL(n,T)
(avec surtout n = 2,3,4 ), et ol p est la représentation naturelle de G dans
l'espace des formes & n variables de degré donné. En effet, les invariants sont
liés alors a des propriétés de géométrie projective (sur la droite pour n =2 ,
dans le plan pour n = 3 , dans l'espace pour n = 4 ). Par exemple, prenons
G = SL(2,L) , et faisons opérer naturellement G dans l'espace Vd des formes
binaires (= polynfmes homogénes en 2 variables) de degré 4 (on a dim Vd =d+1).
Pour 4 =0,1,2,3,4 , on a prouvé il y a longtemps que tl:[Vd]G est une algébre de
polyndmes (engendrée par 1,0,1,1,2 éléments). Pour d = 5,6 , on savait dés le
1% siécle que (I:[Vd]G n'est plus une algébre de polyndmes (par exemple CI:[V5]G
est de degré de transcendance 3, mais nécessite 4 générateurs liés par une rela-
tion).
0.4. L'algébre ﬂ:[V]G dépend seulement de pP(G) (et non du couple (G,p) ). On
peut donc toujours supposer que G est simplement connexe, donc produit de grou-
pes simples.

On peut aussi supposer, quand c'est commode, que p n'est pas triviale sur

S.M.F.
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=

un composant simple de G (sinon, on passe 3 un quotient de G ), autrement dit
que P est localement injective. Le noyau Ker p de p est alors un sous—groupe
fini de G.

(Attention : on passera souvent i des sous-quotients réductifs de G ; méme si
les propriétés ci-dessus sont vraies pour la représentation de départ, elles ne le
sont plus nécessairement pour les sous-représentations du sous-quotient qu'on en
déduit) .

Soit '® 1'ensemble des représentations de G (& équivalence prés). Quand ...
dira qu'une propriété est vraie pour presque tout &lément de ® , cela voudra dire
bien entendu : dans le camplémentaire d'une partie finie. De méme, dire qu'une
fonction sur ® & valeurs dans N tend vers 1'infini a un sens clair.

0.5. On note g 1l'algébre de Liede G, h une sous-algébre de Cartan de g ,
r=dimh lerangde g, R le systéme de racines de (g,h) ,cxl,o.z,...,ap les
racines 2 a 2 distinctes, P 1'ensemble des poids entiers dominants, Wy 7. e,
les poids fondamentaux, W le groupe de Weyl. Les éléments de P sont les
nlco1+ ...+nrmr ol nl,...,nr EN .

Pour tout A € P, on note V(A) le G-module simple de plus grand poids A .
L'ensemble des représentations simples de G est ainsi en bijection avec P .
"Pour presque toute représentation simple" signifie donc "sauf pour un nombre fini
de valeurs de A € P " ; quand c'est commode, on peut toujours supposer alors que
1'ensemble exceptionnel est 1'ensemble des no +... tnw ol les ng sont ma-
jorés par des entiers fixés.

0.6. Si Vl,...,Vs sont des G-modules simples, de plus grand poids Al,...,xs ,

on appelle produit de Cartan de Vl""’vs , et 1'on note vy .V2...VS , le G-mo-

dule VA, +... +A.S) . C'est canoniquement un sous-G-module de Vl®.. . ®VS .

0.7. Soit (p,V) une représentation de G . Soient v € V , et GV son stabilisa-
teur. L'orbite Gv est une variété affine si et seulement si GV est réductif.

En particulier, si Gv est fermée, Gv est réductif.

Il existe un ouvert de Zariski de V tel que les stabilisateurs de ses points
soient conjugués. On peut donc parler du stabilisateur générique de (p,V)

L'action de G dans V est dite stable (terminologie facheuse) si les orbites
génériques sont fermées, ce qui entraine que le stabilisateur générique est réduc-
tif.

[Ce qu'on vient de dire dans 0.7 reste valable pour G réductif].

Si G est @ nouveau semi-simple, on a : l'action de G dans V est stable
<> le stabilisateur générique est réductif [11].

Pour presque tout G-module simple, le stabilisateur générique est égal au
noyau [2].
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

0.8. Si I est un groupe algébrique, on note TI'® sa composante neutre.

0.9. Si M= ®i20 Mi

est un espace vectoriel gradué sur € , avec dim Mi <
pour tout i , on note F(M,x) la série de Poincaré I, (dim Mi)xl ( x indéter-

minée, ou variable conplexe).

PREMIERE PARTIE

1.1. Soit (p,V) une représentation de G . On dira que (o,V) est bonne si
(I:[V]G est une algébre de polyndmes (ou, ce qui revient au méme, si ﬂ:[V]G est en—
gendrée par des éléments homogénes algébriquement indépendants) .

Soit po une représentation triviale de G . Alors, évidemment, © est bonne
si et seulement si p ® po est bonne. Dans tout L'exposé, nous supposerons sans Le
dine que Les neprisentations de G considénées n'admettent pas de vecteur inva-
niant non nul.

1.2. Pour tous les groupes G 4imples, on connait la liste compléte des bonnes re-
présentations (pour les représentations simples, cf{. [5] ; pour les représentations
non simples, c4. [1] et [12]). La liste est compliquée, mais on constate a poste-
niond que, pour G fixé, il n'y a qu'un nonbre §{n{ de bonnes représentations.

1.3. THROREME (V.L. Popov [ 9]) ( G non nécessairement simple, mais, rappelons-le,
semi-simple) .- G n'a qu'un nombre §ini de bonnes nreprésentations.

1.4. La méthode, qui va étre esquissée, permet en principe de dresser effectivement,
pour G donné, une liste finie de représentations contenant toutes les bonnes re-
présentations.

1.5. Un résultat conbinatoire.

Lemme [13].- Soient A1,Aa,.--,Mn € ZP . Pour tout BE Z° , on note Ey £'ensem-
ble des (]1 ,jz,...,jn) €T tels que j1A.1 +j2A.2+ coe +jnA.n =B ’ et L'on pose
= J1, J2 jn
cee =3I, . ces
¢B(t1lt2r ,tn) (31'._.’:,“)@6 t1 tz tn

(q:»‘3

Hypothese : 4L existe Ji,...,3n € 1-1,0] N @ tels que Jarq+...+Jnkn =B .
Alons :

est une fraction rationnelle en tq,...,tn ).

9 (t7"rrtn) = (17 e et @ g (Es e )
ol £ est Le nang sun Z du systeme de vecteursd (Aqye..,An) .

1.6. Lemme [14].- Soit (p,V) une neprésentation de G . Pour fout A € h* , s0it

a:[v]}‘ L'ensemble des h-vecteurs propres de €IVl pour Le poids A . On a

G _ 1 p .S o.il+...-+0.is
FEIVIT®) = g7 Zgoo D) z155.1<...<155p F(C[V] ’X)
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Soit K une forme compacte de G , choisie de telle sorte qu'un certain tore
maximal T de K admette h pour algébre de Lie complexifiée. On a

revi®x = rewiX,x =Jf dét (1 - x0(k)) ~1ck
K
d'aprés la formule de Molien-Weyl. D'aprés la formule d'intégration de Weyl, ceci
est égal a

=y dét(1-xo(t))~1(1-e™ (t))...(l—ea‘p(t))dt
Wl J,
= I_V%T E§=0(— )S z [ dét(1-xo(t))-" e011+...+als(t)dt

< .
1si<...<isp o

et 1'on applique de nouveau la formule de Molien-Weyl, pour T et le module

ﬂ:[V]-ail-”._ais (rappelons que les racines sont 2 & 2 opposées).

1.7. Lemme.- Soit (p,V) une représentation de G . Soit (Vq,...,vn) une base

de V* fonmée de vecteurs poids pour £'action de h . Sodent Aq,...,An Les poids
de Vigeee,Vn «

Hypothese (*) : Zoute somme oy + ... ta; de racines distinctes peut 4'écrine
s
JiAat ..o+ 3nAn avee Ji,e..,3n € 1-1,0] .
Alons
Fevi®xn = )™ L rewix .
Pour tout B € h* , 1l'espace vectoriel tl:[V]g admet pour base 1'ensenble des mo-
ndres v3'v32... 3" tels que
(1) JatJja+...+in=4d Jadit+JzAat...+Jnkn =B .
Par suite :
dim (l:[V]CB1 = nombre de solutions du systéme (1)
nombre de mondmes de degré total d dans @, (t4,...,tn)

B
= coefficient de xd dans QB(x,x,...,x) ’
d'ol
(2) F(G[V]B,x) = th(x,x,...,x)
D'aprés 1l'hypothése (*), 1.5, et (2), on a
i el tay _ .m0y
FEv] L +°15,>r1) - CDPT P rew] T sy

car Aq,...,An endendrent l'espace vectoriel h d'aprés (*)). On applique enfin
1.6.

1.8. Lemme.- L'hypothese (*) de 1.7 est vénigile pour presque Ztoute représentation
simple Localement injective de G .

Soit P une représentation simple localement injective d¢ G . Soit a son
plus grand poids. On a a = tlwl+ +tr"°r (tl,...,tr entiers 2> 0) . Pour cha-
que composante simple de g , 1'un au moins des ti correspondant & cette compo-
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

sante simple est > 0 (sinon P ne serait pas localement injective). Soit RQ le
rayon de la plus grande boule centrée en 0 et contenue dans 1'ensemble

& 3 AkIAk poids distincts de o* ,j € ]-1,01} . On montre que R, — quand
sup ti — o . C'est un peu délicat (on montre d'abord que le nombre de poids dis-
tincts de p* tend vers 1l'infini quand sup ti — o ; pour cela, on compte le nom-
bre de racines simples qu'il faut retrancher de a pour obtenir woa , o Wwo est
le plus long élément de W ).

1.9. Démonstrnation du th. 1.3.- Soit (p,V) une représentation de G vérifiant
(*) . Supposons que (E[V]G soit engendrée par des éléments homogénes algébriquement
indépendants de degrés dl""’dm >0.0na dl"”'dm > 2 (car un invariant de
degré 1 fournirait un hyperplan G-stable de V).

D'autre part,

G 1
F(E[V] IX) =
1= (1-x2) ... (1-xm)
donc
G n xd1+d2+...+dm
F(clv] ,x 1) = (-1)
-3 (1-x2) .. - T

D'aprés 1.7, on a alors
(3) n

d, +4d,+...+d = 2m.
1 2 m
Or m est le degré de transcendance de C[V]C , donc égal &
n- (dimension maximale des orbites d¢ G dans V)

(car G est semi-simple). Donc
(4) n = 2(n-dim G)

et finalement n < 2dimG . Cela ne laisse qu'un nambre fini de possibilités
pour pP . Compte tenu de 1.8, G n'admet qu'un nambre fini de bonnes représenta-
tions simples PyrecerPy +

On montre assez facilement que, si (G,V) est une bonne représentation de G
et U un sous-espace G-stable de V , alors (G,U) est bonne. Donc, si p est
une bonne représentation de G , ses composantes simples font partie de
{pl,...,pN} . I1 suffit maintenant de montrer que, pour M entier assez grand, la
représentation Mo, (par exemple) n'est pas bonne. Passant & un quotient de G,
on peut supposer p1 localement injective. Alors, pour M assez grand, la repré-
sentation Mo, vérifie (*). Si Mp, est bonne, on montre comme plus haut que
dim(Mp4) £ 2dimG , donc M est borné.

1.10. Dans la preuve précédente, si p est simple, on a di = 2 pour au plus
un i . Donc (3) devient n 2> 2+3(m-1)'=3m-12=3(n-dimG) -1, d'old
2n < 3dimG+1 .
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1.11. Remarque.- Supposons G = SL(2,E) . Soit w 1'unique poids fondamental ; les
racines sont * 2w . Pour 4 = 0,1,2,..., soit Vd le G-module simple de plus
grand poids dw (on a dim Vd =d+1 ; la notation est celle de 0.3). La condi-
tion (*) est vérifiée pour d >3 .S8i d=>3 et si (G,Vd) est bonne, on a,

d'aprés 1.10, 2(d+1) <10 , d'od d < 4 . Compte tenu des résultats du 19° siacle,
(G,Vd) bomme <>d < 4 .

1.12. Remarque.- Revenons au cas général. Soit V un G-module. Comme (E[V]G est
une algébre de Gorenstein [4], F (G.‘[V]G,x) vérifie une équation fonctionnelle de
la forme

Fevi®,x =+ 3 rewi®,x .

Il résulte de ce qui précéde que q = dim V pour presque toute représentation
simple (G,V) . Popov conjecture que g < dim V dans tous les cas. La conjecture
est vraie pour G = SL(2,I) , avec inégalité stricte dans certains cas.

(Juillet 1986 : la conjecture vient d'étre démontrée par F. Knop).

DEUXTEME PARTIE

2.1. Soit (p,V) une représentation de G . Une résolution minimale de G:[V]G se
construit de la maniére suivante. On choisit un systéme générateur minimal hamogéne
(£,,...,f) de 1l'algébre (l:[V]G . Soit A 1'algébre des polyndmes 3 coefficients
complexes en m indéterminées, d'old une suite exacte A — G:[V]G — 0 . Le noyau
d A— ClVI® est n A-module (en fait, un idéal de A ), qu'on réalise comme
quotient d'un A-module libre AY avec r minimal, d'od AY — A — ¢[vI® — 0 .
On considére Ker(Ar — A) , etc. Le processus s'arréte d'aprés Hilbert. La lon—
gueur de la résolution obtenue est indépendante des choix faits ; on l'appellera
la complication de p et on la notera cpl(p) . Ainsi,

© bonne <> cpl(p) =0 .

D'aprés le théoréme de Hochster - Roberts [4], CI:[V]G est une algébre de Cohen-
Macaulay, de sorte que cpl(p) = m-deg tr tl:[V]G .

2.2. THEOREME (V.L. Popov [10]).- Soit c € N . Alons G n'a qu'un nombre fini de
représentations de complication < c .

Naturellement, 2.2 implique 1.3. Mais 1.3 sert dans la preuve de 2.2.

2.3. Soit V/G la variété affine définie par 1'algébre (I:[V]G ("quotient de Mum-
ford" @& V par G ). Soit m: V— V/G le morphisme canonique, et notons en-
core 0 1l'image de 0 € V par m . Alors
cl p = dmeO,V/G - dim V/G
ol 80 v/G désigne l'espace tangent de Zariski & V/G en O .
14
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

2.4. Lemme.- S{L V4,V2 sont des G-modules, on a

CPK(VA; ®V2) > CPZ V1+Cp,€ V2 .
C'est une conséquence facile de 2.3.

2.5. 12 sufgit de prouvern 2.2 pour Les neprésentations simples de G . Supposons

en effet que les représentations simples de complication < ¢ soient PyrPyreeerPy
Une représentation non simple de complication < ¢ est, d'aprés 2.4, de la forme
jlpl ® jz‘p2 ®...® jN‘oN . Montrons qu'on peut majorer par exemple Jj, . Si

cpl p1 21 ,0na jq<c toujours d'aprés 2.4. Supposons cpl p; = 0 . D'apxds
1.3, il existe un entier p > 1 tel que pp, nhe soit pas bonne, d'od cpl(pp,) =1 ;
alors [j+/pP] < ¢, d'oll encore une majoration de jq .

2.6. Soient (p,V) une représentation d& G, et v € V un point dont 1'orbite
Gv est fermée. Alors le stabilisateur Gv de v dans G est réductif. Soit M
l'espace tangent en v & Gu (considéré par translation comme sous—espace vecto—
riel de¢ V) ; il est stable par GU ; soit N un sous-espace supplémentaire de M
dans V stable par G, - La représentation (GV,N) s'appelle la hreprésentation
thanchée de p en v ("slice representation"). L'emploi des représentations tran-
chées en théorie des invariants remonte 3 [5]. On a (GU,V) = (GU,M) ® (Gv'N) ;
d'autre part, M=g.v = g/gv (ot gv est le stabilisateur infinitésimal de v
dans g ), donc

(5) G,V ® (G,r8,) = (G,,B) ® (G, /N)

ol (Gv ,gu) ’ (Gv,g) désignent les représentations adjointes. Cette formule permet
de calculer la représentation tranchée d&s qu'on connait Gv .

2.7. Lemme.- Avec Les notations de 2.6, on a cpl(G,,N) < cpl(G,V) ("la représen-
tation tranchée est meilleure que la représentation de départ").

Cela résulte de 2.3 et du théoré&me de Luna [7] selon lequel il existe un mor-
phisme é¢tafle d'un voisinage de 0 dans N/GU sur un voisinage de m(v) dans V/G
(notations de 2.3).

2.8. On peut maintenant expliquer la tactique de tout ce qui suit. On va choisir v
tel que :

1) Gu soit fermée ;

2) cp?.(GU,N) soit calculable et pas trop petite.
Si l'onprend v=0, on a Gv =G, N=V et 1l'on n'a rien gagné. Si, au con-
traire, on prend v générique, il arrivera tré&s souvent que Guv soit fermée mais
que Gv =Ker p ; on abien N # V , mais (GV,N) est triviale et 1l'on n'a rien
gagné non plus.

On va donc faire des choix de v assez délicats. On s'arrangera pour que Gv
soit d'un type trés spécial. Il faudra alors des renseignements directs sur les
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représentations de ces groupes spéciaux ; c'est ce qu'on va obtenir dans 2.9-2.11.

2.9. Ssoit T =C* un tore de dimension 1. Soit ¥ un caractére engendrant le grou-
pe Hom(T,T*) . Tout caractére de T est de la forme xs avec s € Z. Soit V
-un T-module. Notons V+ la somme des sous-espaces poids de V correspondant aux
caractéres xs avec s > 0 . Définissons de méme V- et VO ,

Lemme.- Soient p=dimVv+, g=daimV-.S{ p>0 et q>0, ona
cpt V2= (p-1)(g-1) .

Ona V= (VH)* & (V)* ® (VO)* . Soit (Xl""'xp) une base de (V+)* formée
de vecteurs poids. Définissons de méme (yl,...,y ) pour (V7)* et (zl,...,zt)
pour (V°)* . On voit facilement que l'algdbre C{V]T a un systéme génsrateur mi-
nimal homogéne formé de mondmes en les X 0Yi02; - Soit (fl’”"fs) un tel sys-
téme. En outre, tout élément de CTIVIT qui est un mondme en les X;1¥;.2; esten
fait un mondme en les fi . Siles poids de x1 et yq sont X® et xX™,ona
0yl € ¢[vIT . Choisissons a,b entiers > 0 tel que x‘?yk: € clvit t que a+b
soit aussi petit que possible. Alors, d'aprés ce qui précéde, x?yl: est 1'un des
fi . Raisonnant de méme sur tous les couples (xi,yj) , et tenant compte des z;
on voit que s 2 pq+t . D'autre part, coome dimT =1, on a degtrCv]T =

dim V-1 =p+g+t-1 (il faut s'assurer que l'action d¢ T dans V est stable,
mais c'est facile). Alors

cpl(V) 2 pg+t- (p+g+t-1) = (p-1)(g-1) .
2.10. Lemme.- Soit G = SL(2,T)

i) Soit V. un G-module simpfe de dimension impaire 24+1 , avec £ =2 .
Alons :

cpl V= (£-2)2 5L L est impain ;

v

-2 -3 s & est pain.
ii) Seit V. un G-module simple de dimension paine 2L , avec £ 23 . Alons :
P V= £2-20-2 .
(Pour des estimations meilleures, cf. [10] et [6]).

i) Supposons dim V = 2£+1 . Identifions V & l'espace vectoriel des poly-
némes homogénes de degré 2 en x et y , avec l'action naturelle de SL(2,T)
Soit v = xzy2 € V . On vérifie facilement que Gv est fermée, que Gv =T (le
tore diagonal de SL(2,T)) si £ est impair, et que G, est le normalisateur T
de T dans G si £ est pair. Supposons £ impair. Avec les mémes notations
qu'en 2.9, on a

v =xX e ?e. 0 2,

- 2 -
- q9)(23,(T,£;V) =X,y =X ex’ ®x
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(659) FINITUDE EN THEORIE DES INVARIANTS

Alors, d'aprés (5), la représentation tranchée est
= 2j
(TN = € pcscp, g1 X7 -
D'aprés 2.9, cpf(T,N) = (£-2)2 . Donc cpl(G,V) = (£-2)2 d'aprés 2.7.
Si £ est pair, on procéde de maniére analogue, mais il faut avoir fait 1'ana-
logue de 2.9 pour un grouwe du type T' (qui admet T pour sous—-groupe d'indice 2).

ii) Si dimV = 2¢ , on réalise V comme l'espace des polyndmes homogénes de
degré 20-1 en x et y . Soit v = th—l_yzﬂ—l . Cette fois, G_ est le grou-

2ink/20-1  _-2irk/20-1 v
’

pe cyclique formé des éléments diag(e ) o k=0,1,...,20-2,

et il faut une autre variante de 2.9.

2.11. Soient G = SL(2,T) , et V un G-module. Par rapport au tore diagonal T

de SL(2,T) , on définit V*+,Vv-,V° comme en 2.9. Si V est sinple, on sait que
dim Ve = 0 ou 1 suivant que dim V est pair ou impair, et que dim V* = dim V- ;
donc dimV+=dimV‘=[%dj.mV] . Si maintenant V=V, ®V, ® ... avec
V4,V2,... simples, on a donc

1

dim V* = dim V- = [%dimv1]+[2dmv2]+

Ce nombre sena noté %G,y
Lemme.- cpl(G,V) tend verns L'ingini quand d5 v Zend vens L'infind.
’

Si qG,V est trés grand, ou bien il apparait dans V un sous-module simple
de dimension trés grande (auquel cas, on applique 2.10), ou bien un module simple
de dimension fixée apparait avec une multiplicité trés grande (auquel cas, on rai-
sonne comme dans 2.5).

2.12. On revient au cas oi G est quelconque. Dans les n°® 2.13 a 2.18, on pré-
pare le choix d'un vecteur v auquel on appliquera la tactique de 2.8.

Soient T< G un tore de dimension 1 , 2 son centralisateur dans G , et
Y=2/T . Alors Z et Y sont réductifs comnexes. Si V est un G-module, Z et
Y opérent naturellement dans VT . Soit K = Ker(Z,VT) S>T.

2.13. Lemme.- Sodlent T,Z,Y,V,K comme en 2.12.

Hypothese : a) L'action de Z dans V' est stable ;

b) Ko =T ;

) Le stabilisateun géninique de (2,V0) est égal & K .

(c) = a) quand Y est semi-simple : voin 0.7).

Alons, pour v générique dans vt , L'onbite Gu est fenmée, et G, est
un groupe réductif de tone maximal T (de sorte que G =T ou SL(2,8) ou
PSL(2,T)).

L'orbite Zv est fermée d'aprés 1l'hypothése a), donc Gv est fermée d'aprés
[8]. Alors, Gu est réductif (c4. 0.7). Evidemment, TCGV ; soit T' un tore
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maximal de G, contenant T . Alors T'c<c Z . Comme T'v = {u} » 1'hypothése c)
implique que T' <K, d'oll T' cK° =T et finalement T' = T

2.14. Lemme.- Soient T,Z,Y,V,K comme en 2.12, avec Les hypotheses 2.13. Supposons
en outre que T 804t contenu dans un sous-groupe simple connexe C dedimension 3 de
G . Alons cpl V tend vers &'ingini quand % v tend vens L'ingini.

’

Soit v un point générique de VT . D'aprés 2.13, on peut oonsidérer la re—
présentation tranchée (G ,N) . D' aprés (5), on a dim N = dim V‘+d1mg —d_ung ’
donc dJ.mN — o quand qCV dJ.mV*»oo.Dapres29et211, cpK(G,N)-—vco
quand dim N — o ., (En fait, GV n'est pas forcément comnexe, il faut donc des
lemmes plus géx}éraux que 2.9 et 2.11). Enfin cpl(G,V) = cp!,(G ,N) d'aprés 2.7.

2.15. Lemme.- Sodient T,Z comme en 2.12. Soient Vl’ e ..,V des G-modules sim-
ples. Solent W, < VT,...,W c VT des sous-Z-modules simples. M,ou Le produit

de Cartan W W, .. - W e/.u: un wu/s- -modute de (v1 -V, ...Vs) . ( Z est réduc-
tif, pas semi-simple, mais ce n'est pas génant).

Soient U un sous-groupe unipotent maximal de G , et A = C[G/U] , qui est
une C-algébre intégre de type fini. Considérons A comme un G-module pour 1'ac-
tion naturelle de G dans G/U (contrairement aux conventions de 0.2, ce module
est de dimension infinie ; mais il est localement fini). On sait que A est some
directe de sous-modules simples AA (A € P) , avec 1&7L de plus grand poids A ,
chaque G-module simple apparaissant une fois et une seule, avec de plus
AX . Au=A)»+u (compatibilité du produit dans A et du produit de Cartan).

Cela dit, choisissons dans chaque w. un vecteur de plus grand poids fi
pour l'action de Z . Alors le produit flfz.. f (dans 1'algébre A ) appartient
a vlvz...v , est T-invariant, et non nul pulsque A est intégre ; c'est un
vecteur de plus grand poids pour l'action de Z , donc il engendre dans
(V1V2.. .Vs)T un sous-Z-module isomorphe 3 Wl . W2 e ws .

2.16. Sodent T,Z,Y comme en 2.12, et supposons Y Ssemi-simple.
Hypothses : a) V(w)T #0,...,v@)T #0 ;

b) Pour j =1,...,r , AL existe mj EN et un sous-Y-module simple Mj
de V(mjwj)T tel que La nreprisentation (Y,Mj) 804t Localement ;’njectéue.

Alons, poun presque tout A € P, La représentation (Y,V(A)™) admet une
sous-representation simple Localement injective dont Le stabilisateun générnique
est egal au noyau (et donc, comme on Le voit facilement, La neprésentation
(Y,V(A)T) est Locaklement infective et son stabilisateur générique est égal au
noyau) .

Rappelons (0.7) que, pour presque tout Y-module simple, le stabilisateur gé-
nérique est égal au noyau. Donc, en remplagant mj par un de ses multiples, et en
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utilisant 2.15, on peut supposer en outre, dans 1l'hypothése b) que :

1) le stabilisateur générique de (Y,Mj) est égal au noyau (donc fini) ;

2) si le plus grand poids d'une représentation simple de Y a chacune de ses
coordonnées qui majore la coordonnée correspondante du plus grand poids de Mj ’
alors cette représentation simple a encore la propriété 1) (cf. 0.5).

On choisit dans chaque V(wj)T un sous-Y-module simple non nul Nj . Soit
A= nlwl+ "'+nr°)r €P.Si nl+ "'+nr est assez grand, on a par exemple
ny 2m , donc V()T contient M) .N31T nS2. NIX drapres 2.15, donc  (v,v(M)T)

a les propriétés requises.

2.17. I1 y a un lemme analogue & 2.16 (que nous n'énongons pas) lorsque Y n'est
pas semi-simple (rappelons que Y est connexe réductif).

2.18. On fait ensuite une longue étude cas par cas des groupes simples pour prouver
que, si G est simple, on peut, par un bon choix de T , avoir les hypothéses de
2.16 ou 2.17, et en outre T contenu dans un sous-groupe simple C de dimension 3.
Voici 2 exemples (ol 1'on emploie les notations de [3]) :

A) Supposons G de type Cr (r 22) . Soit T 1le tore "engendré" par Ha.
ol a = 2eq . Alors l'algébre de Lie de Y est de type cll—l , et V(mi)T , Vu
comme Cr_l—module, est isomorphe 3 V(wj'._z) @V(wi) (ot mi,...,wé_l sont les
poids fondamentaux pour Cr-l ; on convient que V(o)_'l) = V(w]'r) =0, V(w(')) =1).
On peut prendre pour C le sous-groupe d'algébre de Lie G:Ha ® (l:xOL ® a:x_a . Les
hypothéses de 2.16 sont vérifiées avec méme m =...=m = 1, sauf pour r=2,
car alors la représentation (Y,V(wz)T) est triviale. Toutefois, (Y,V(sz)T)

> (A,,V(Zco;)) et 1'on peut prendre mp; = 2 (et toujours m; =1 ).

B) Supposons G de type F, (on a besoin alors des renseignements contenus
dans [15]). On prend T engendré par Ho. ol a=@&; . Alors Y est de type Cs .
On a

V(w1)T = V(2w}) & 1,V(w2)T D V(2w}) ® V(2w +wl) ,

V(w)T 5 vt +wl) , Vie)T = V) .
On peut prendre C engendré par G:HQQCXQQBG:X_Q,et My =Mz =Mg =My =1 .

2.19. Démonstration du théoneme 2.2 pour G simple

On choisit T et C suivant les indications tré&s partielles de 2.18. On a
donc les propriétés de 2.16 et 2.17 (!). Limitons-nous ici au cas ol Y est semi-
simple. Pour presque tout A € P, le Z-module V(A.)T vérifie les hypothéses b)
et ¢) de 2.13, donc aussi a) puisque Y est semi-simple. Onpeut donc appliquer 2.14.
Par ailleurs, Rer(G,V(A)) est fini pourpresque tout A , donc (C,V(A)) n'est pas
triviale. Notons, comme en 0.3, V., le C-module simple de dimension d+1 . Alors

d

(C,V(A)) contient un Vd avec d > 0 . Utilisant 2.15, on voit que, quand A —
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dans P, (C,V(A)) contient un Ve avec e — o , donc qC,V(A) — o ., Alors
cpl V(A) — » d'aprés 2.14.

(Lorsque Y n'est pas semi-simple - en fait le centre d&¢ Y est alors de di-
rension 1 - on ne peut utiliser le théoré&me de Popov que c) =>a) dans 2.13. Il
faut donc établir de nouveaux critéres de stabilits, puis montrer qu'ils s'appli-
quent dans notre situation.)

2.20. Iorsque G est semi-simple quelconque, les mémes raisonnements réussissent
le plus souvent, avec beaucoup de complications techniques. Toutefois, les cas sui-
vants nécessitent un changement sérieux :

G = SL(2,T) x SL(rl+l,(1:) X oo X SL(rp+ 1,T) ,

avec p>1, et rl,...,rp pairs 2 2 . Par exemple, prenons G = SL(2,T) x SL(5,T).
Soient w 1l'unique poids fondamental de SL(2,I) et w4y le poids fondamental de
SL(5,C) correspondant & la représentation évidente de dimension 5. Alors le G-mo-
dule V =V(nw+ws) , avec n impair, a la propriété suivante : pour tout
v EV-1{0} , tel que l'orbite Gv soit fermée, G, est un groupe fini.

Impossible donc de raisonner comme ci-dessus.

On peut procéder ainsi. Soit € = eZin/ 1 . Soit

g = (diag(e,e~") , diag(e2,e,1,671,e72)) c SL(2,T) x SL(5,C) .

Soit A le sous-groupe & 11 €léments d¢ G engendré par g . Alors son centrali-
sateur dans G est le produit T x T' des tores diagonaux de SL(2,T) et SL(5,0).
Si n est assez grand, on a les propriétés suivantes: T x T' agit stablement
dans VA ; si v est générique dans VA , 1'orbite Gu est fermée, et Gv est
fini ; la projection de Gv sur SL(2,T) ocontient le sous-groupe d'ordre 11 en-
gendré par diag(e,e~') , donc ne peut &tre ni le groupe du tétraédre, ni le groupe
de 1l'octa&dre, ni le groupe de 1l'icosaddre, donc est cyclique ou diédral ; on arri-
ve alors a prouver que le cardinal de Gv est < 220 .

Or, soit I' un groupe fini. Soient Pyre--iPy Ses représentations simples
non triviales. Si p est un entier > 2 , le théoré&me de Chevalley - Shephard - Todd
prouve que la représentation pps n'est pas bonne. Raisonnant comme en 2.5, T
n'a qu'un nombre fini de représentations de complication majorée par un entier don—
né (a condition d'exclure les composantes triviales).

Reverons & G . Puisque le| < 220 , il n'y a qu'un nonbre fini de groupes
Gv possibleév a isomorphismes prés. Quand n — « , on voit facilement que
dim V-dimV © — o~ . Si (G,,N) désigne la représentation tranchée, on déduit
alors de (5) que dim N-dim NV — o . Donc  cpl(G,V) — o .

2.21. Tout au long de [10], Popov établit des majorations plus précises que celles
qui sont esquissées ci-dessus. Comme conséquence, il obtient par exemple ceci :
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soit V un Eg-module simple (non trivial). Si (Eg,V) est la représentation ad-
jointe, (Es,V) est bonne ; mais, sinon, sa complication est 2> 9000 . Il est a
présurer qu'une résolution explicite des algébres d'invariants correspondantes
doit étre délicate & obtenir.
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